Nota sobre el significado lógico de ciertas estructuras residuadas elementales by Font Llovet, J. M. & Rodriguez Salas, A. J.
Pub . Mat . UAB
N° 20 Set . 1980
Actes VII JMHL
NOTA SOBRE EL SIGNIFICADO LOGICO DE CIERTAS ESTRUCTURAS RESIDUA-
DAS ELEMENTALES
J.M. Font Llovet, A.J . Rodriguez Salas
Dpto . de Estadística Matemática
Universidad de Barcelona
Abstract :
Starting from an abelian grupoid which is ordered
and residuated' we study the logical significance of the
"residue" operation, specially if we add the most natural
algebraic properties to the base structure, obtaining then
several well-Known structures of mathematical logic, such
as the deductively-complete algebras and the algebras of
Sales,Hilbert,Abbott,Wajsberg and Boole .We also give some
properties of the deductive systems and obtain an special
version of the deduction theorem of Pla( [3] ) .
Las álgebras de Heyting, modelo del cálculo propo-
sicional intuicionista, son el ejemplo más conocido de es-
tructura residuada que posee un significado lógico .La resi
duación como operación algebraica fue introducida por la es-
cuela de Ward ( [1] , [6]) en los años 30 y actualmente exis-
te una extensa literatura sobre residuación en retículos . úl-
timamente se ha llegado a estudiar los semireticulos resi-
duados ( .[2] ), siempre tomando como referencia diversos frag-
mentos del cálculo proposicional . Esta nota debe considerar-
se como un intento de desvelar las conexiones existentes entre
las propiedades lógicas de la operación"residuo" ( que nos su-
gieren interpretarla como implicación) y las algebraicas de
la estructura de partida, a la que dotameos en principio del
mínimo indispensable .
Sea (A, ., <) un grupoide ( . es una operación interna en
A cuyo simbolo omitiremos si no hay lugar a confusi6n) abeliano ,
ordenado ( <- es un orden an A tal que si a,< b
	
entonces ac 6
bc) y residuado (para cada (a,b)6 A x A, existe a-->b ' _
= máx (x éA : ax < b } ) . La nueva operación recibe el nombre
de residuo . A continuación daremos algunas propiedades inme-
diatas con significado lógico . Por a,b,c, . . . entendemos ele-




(1) c,4a-ab si¡ ác <, b
(2) a,<b implica,c-a<,c  b(íaotontia pon la .izquíen.da)
(3) a,<b implica b-ucr,,a -9c(an ~,~.bU .tUn~.a pon. la derecha)
(4) a :Ib -oe implica b <.a -->e(eonmutaei6n de pnemísab dé-









Recordemos que un elemento u r= A es ordenador cuando a -'< b
equivale a u <a-Pb .
Proposición 3
u es ordenador si¡ u es neutro para . .
Proposición 4
Si existe un elemento neutro u, entonces son equivalen-
siguientes propiedades son equivalentes :
La operación e es asociativa
ab-vc = a--c. (b-rc)(Ley- de ímpontaeí6n-expo&taeí6n)
a . (b -nc) :1 b-oac
a -r (b -»c) < b-n(a-->e) (Conmutaeí6n de pnem¿dae )
b--oc 4 (a-sb)-->(a->c)
b-9c < (c-a)~(b-:a)(Leyes del Sílogísmo)
u es máximo para el orden _<_ .
La operación . es casi-íntegra(es decir, ab 4b)
a-4(b-9a) = u (Ley de Abeoncí6n)
En los supuestos de la'proposici6n 4, se satisfacen las
Leyee de Iden.tídad
	
(a+a = u) y de la Conjuncí6n
(a ->(b ~ab) = u) . Además un elemento Os A es mínimo para
si y sólo si es absorbente para . .
Nos encontramos ahora en condiciones de obtener una de las
estructuras más elementales ligadas a la parte implicativa
del cálculo proposicional véase [4 ]) .
Proposición 5
Si (A, ., -,,,u) es un monoide abeliano ordenado y resi-
duado cuyo neutro es máximo para el orden, entonces (A, ->,u)
es una álgebra deductivamente completa .
En lo sucesivo supondremos que nos encontramos en las con-
diciones de la proposición 5 . Recordemos que los sistemas
deductivos de (A, -> ,u ) son X 9 A tales que u 6 X y a->b e X,
a e X imlican b e X . Entonces,
Proposición 6
Los sistemas deductivos coinciden con los suhmonoides
que son filtros de orden .
Designamos por D al operador consecuencia sobre (P(A) asoci-
ado al sistema clausura de los sistemas deductivos de (A, u)
Los resultados que siguen asimilan funcionalmente la opera-
ci6n . a la conjunción lógica, dado el carácter implicativo
de la
Proposición 7-
(1) Si H c A, D(H) es el filtro de orden engendrado por
el submonoide engendrado por H .
(2) D(a,b) = D(a.b)
(3) a E D(H,b) si¡ existe n eF tal que bn->a6 D(H) .
0 .
Obsérvese que la expresión bn->a que significa (b' . . . b)--i a,
equivale aqui a la expresión original de Pla( [3] )
b--,(b--4 . . . (n(b~a) . . . ) .
Si añadimos propiedades al monoide abeliano obtendremos otras
álgébras usadas en 16gica : 85
Proposición 8
Son equivalentes :
(1) a 2 = a
(2) a --~(b-->c) = (a->W- (a-0c)( Ley autodíetníbutíva)
(3) a .-,(a~b) = a >b (El.Lmínaeíán de pnemízae nepetídaz)
Proposicién 9
Si se dan las condiciones de la proposición 8,(A,-fl,u)
es un semiretículo( [2j ) y un álgebra de Hilbert
en la que a .b = ínf
	
1 a,b1
En otra línea distinta encontraremos también estructuras
conocidas :
Proposicién 10
Si se cumple (a->b)-flb = (b -a)', entonces(A,-v,u) es
una álgebra de Sales . Si además existe un elemento 0
mínimo para , entonces (A,7->,u,o) es álgebra de Waj-
sberg ( [ 5 ] ) .
EnIS]se demuestra el recíproco para la última parte ; es decir
que toda álgebra de Wajsberg se obtiene como estructura resi-
duada como hemos descrito .
Finalmente las líneas de las proposiciones 9 y 10 se conjugan
para dar como resultado el álgebra más clásica de la lógica
matemática
Proposicién 11
Sea (A, ., <,u,0) un monoide abeliano ordenado y residua-
do en el que el neutro u es máximo, existe mínimo 0, la
operación es idémpotente, y el residuo ---r, cumple la Ley
de Sales (a-ob)-ob=(b-a)-Pa . Entonces (A,--c-,u,0) es un
álgebra de Boole .
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